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Résumé
Une hypersurface M0 de Rn+1, qui est de révolution, moins courbée dans la direction de son
axe de révolution que dans ses directions de symétrie, orientée, connexe, compacte, uniformément
convexe, à bord ∂M0 contenu dans un cône S ayant même axe de révolution que M0, se meut par
déformation normale laissant constant le volume vol(M0, S) de la région qu’elle limite avec S. Alors
pour n 2, les solutions du flot demeurent uniformément convexes et convergent à l’infini vers une
portion de sphère ronde.
 2004 Elsevier SAS. Tous droits réservés.
Abstract
A rotationally symmetric, compact, oriented, connected, uniformly convex hypersurface M0 of
R
n+1
, with boundary ∂M0 in a rotationally symmetric cone S, is evolving under volume-preserving
mean curvature flow. Then for n  2, we obtain gradient and curvature estimates, leading to long-
time existence of the flow, and convergence to a part of a round sphere.
 2004 Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Dans le présent article, nous étudions le mouvement qui anime, lorsqu’un alliage
binaire se refroidit rapidement, les très fines couches de transition (ou interfaces) qui
séparent les phases pures (ou régions de grande concentration en l’une des composantes
de l’alliage), après que la décomposition spinodale et la formation des protubérances aient
pris place dans l’alliage [3,11,14]. Modélisons l’interface par une variété M de dimension
n 2, connexe, compacte, à bord ∂M = ∅, plongée isométriquement par f˜ dans l’espace
euclidien Rn+1 muni de sa métrique standard 〈, 〉 et de la connexion de Levi-Civita associée
∇ . Sa représentation M0 = f˜ (M) dans Rn+1 est supposée de révolution autour du même
axe qu’un cône droit S à base circulaire et dont le sommet est l’origine O de Rn+1.
Un flot sur M est toute application différentiable F : [0, tmax[×Rn → Rn+1 telle que
F(0, .) = f et F(t, .) :Rn → Rn+1 est une nouvelle paramétrisation de M dans Rn+1,
pour tout t ∈ [0, tmax[. On a le diagramme commutatif :
M
f˜→ (Rn+1, uˆ)






sur lequel x est le système de coordonnées locales sur M et les homéomorphismes u, u˘ et uˆ
désignent les systèmes de coordonnées cartésiennes respectivement sur [0, tmax[×Rn, Rn
et Rn+1. La paramétrisation F(t, .) décrit Mt ⊂ Rn+1 la représentation ou la forme prise
par M à l’instant t sous le flot F ,
(
M, gt = F˜ ∗t 〈, 〉, t ∇˘, tA = (thij )
) F˜t−→ (Rn+1/Mt , 〈, 〉,∇)
x ↓ ↗ Ft
(Rn, u˘)
avec t ∇˘ est la connexion de Levi-Civita induite sur (M,gt ) par celle ∇ sur Rn+1 à
travers F˜t . Si F(M) est la R-algèbre des fonctions différentiables sur M et x(M) est
la R-algèbre de Lie des champs de vecteurs sur M , alors la forme bilinéaire symétrique
tA :x(M)2 → F(M), (X,Y ) → 〈∇F˜t∗Xν, F˜t∗Y 〉 ◦ F˜t est la seconde forme fondamentale
de (M,gt ). La paramétrisation F(., x(q)) décrit la trajectoire Tf˜ (q) du point F(0, x(q))=
f (x(q))= f˜ (q) durant la déformation F ,
([0, tmax[, u¯) Fx(q)→ Rn+1/T
f˜ (q)
avec u¯ le système de coordonnées cartésiennes sur R. L’espace des champs de vecteurs sur
Mt dirigé par (F∗∂uk )k=1,...,n et celui sur Tf˜ (.) dirigé par la vitesse de déformation F∗∂u0
vérifient :{
(F∗∂uk )/F˜t (q) = Ft ∗x(q)(∂u˘k/x(q))= F˜t∗q(∂xk/q),
(F∗∂u0)/F˜t (q) = F ′x(q)(t) = Fx(q)∗t (∂u¯/t ).
Notons (xi := zi+1 ◦ f˜ )i=1,...,n le système de coordonnées locales sur M induit par les
coordonnées cylindriques (zi)i=1,...,n+1 (z1 = rayon radial, z2, . . . , zn = angles d’Euler et
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le plan Oz1zn+1. Nous dirons que l’interface M se meut par le flot de courbure moyenne
modifiée (FCMM) avec obstacle S = f˜Σ (Σ) et initiale M0, si et seulement si :{
F∗∂u0 /F (t,x(q)) = [h(t)−H(t, q)] νt/F (t,x(q)), ∀(t, q) ∈ [0, tmax[×M,
∂M0 =M0 ∩ S,
〈ν0, νS〉(f˜ (q))= 0, ∀q ∈ ∂M,
(FCMM)
où ν0 et νS sont les champs de vecteurs normaux unitaires extérieurs à M0 et S
respectivement, la courbure moyenne H(t, .)= gij hij de (M,gt ) est la trace de l’opérateur
forme x(M) → x(M), X → F˜−1t∗ (∇F˜t∗Xν) linéaire auto-adjoint associé à la seconde
forme fondamentale tA, et h(t) = ∫
M
H(t, q) dgt /
∫
M
dgt est la normalisée de la courbure
moyenne totale par l’aire |Mt | = |(M,gt )| =
∫
M dgt , avec
dgt =
√
(detgt )(q) (dx1 ∧ · · · ∧ dxn)/q :=
√
detgt dq.
De plus, si (yI := zI+1 ◦ f˜Σ , yn+1 := zn+1 ◦ f˜Σ )I=1,...,n−1 sont les coordonnées locales
sur l’obstacle Σ ,
(
Σ, Σg = f˜ ∗Σ 〈, 〉, Σ∇, ΣA = (Σhij )
) f˜Σ−→ (Rn+1/S , 〈, 〉,∇)





F∗∂uI /‖F∗∂uI ‖, νS, νt
)
I=1,...,n−1 = {eI }∂MtI=1,...,n−1 ∪ {νS, νt }
= {ei}Mti=1,...,n ∪ {νt } = {eıˆ}Sıˆ=1,...,n−1,n+1 ∪ {νS},
qui s’écrit

eI = 1ψt◦zn+1 F˜t∗∂xI =
1
ψΣ◦zn+1 f˜Σ∗∂yI , ∀I = 1, . . . , n− 1,
en = 1√1+ψ˙2t ◦zn+1 F˜t∗∂xn = νS, en+1 =
1√
1+ψ˙2Σ◦zn+1
f˜Σ∗∂yn+1 = νt ,
comme base de x(Rn+1) en tout point F˜t (q) ∈ ∂Mt =Mt ∩ S du bord, et on a :

(F∗∂uI )/F˜t (q) = Ft ∗x(q)(∂u˘I /x(q))= F˜t∗q(∂xI /q)= f˜Σ∗q(∂yI /q)= fΣ∗y(q)(∂u˜I /y(q)),
(f˜Σ∗∂yn+1) /‖f˜Σ∗∂yn+1‖ = νt ,
(F˜t∗∂xn) /‖F˜t∗∂xn‖ = νS.
Si ˘ est l’opérateur de Laplace–Beltrami sur (M,gt ), alors on a :
˘F˜ αt = gkl∇˘k∇˘l F˜ αt




∂xl )[uˆα] − hkl ◦ F˜−1t · νt [uˆα]
) ◦ F˜t







F˜t∗∂xs [uˆα] ◦ F˜t
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d
du¯






(q) ∂xs/q [F˜ αt ],
∀α = 0, . . . , n+ 1.
Elle est parabolique et du second ordre, et possède par conséquent, sous les conditions
de Neumann, des solutions sur un intervalle de temps [0, tmax[, [10]. Le flot de courbure
moyenne modifiée (FCMM) maintient constant le volume de la région limitée par Mt
et S, empêchant ainsi la formation des singularités qui naissent, quand t → tmax, sous
le flot de courbure moyenne F∗∂u0/F˜t (q) = −H(t, q)νt/F˜t (q) non modifiée, [13]. En effet,
δ vol(Mt , S)/F˜t (q) la variation élémentaire en F˜t (q) du volume de la région limitée par Mt
et S, est le volume algébrique du parallélépipède construit sur les vecteurs F∗∂u0/F˜t (q),
F∗∂u1 /F˜t (q), . . . ,F∗∂un/F˜t (q). Donc, par définition du produit vectoriel,

































= 〈F∗∂u0,√|gram(F∗∂ui )i=1,...,n| · ν〉
=√det(gt ) ◦ F˜−1t · 〈F∗∂u0, ν〉,
avec gram(F∗∂ui )i=1,...,n la matrice de Gramm des vecteurs F∗∂ui , i = 1, . . . , n, et
|gram(F∗∂ui )i=1,...,n| son déterminant. L’invariance du volume à isométrie près entraine :
∇F∗∂u0 vol(Mt , S)=
∫
M
























D’autre part, sous le flot (FCMM), la convergence, lorsqu’elle a lieu, s’effectue toujours
vers une solution d’un problème isopérimétrique. En effet, la formule de la variation
première de l’aire sous une déformation normale :



















montre que les solutions du flot (FCMM) minimisent à la limite la fonctionnelle d’aire,
en prenant la forme d’une hypersurface à courbure moyenne constante. Enfin, la condition
de Neumann au bord est nécéssaire pour perpétuer le glissement des solutions Mt sur
S, et le flot (FCMM) conserve la symétrie de révolution, puisque la fonction courbure
moyenne H(t, .) et la normale extérieure νt sont invariants par rotation.
On considère l’article [5] de Gage en 1986 comme le point de départ de l’étude du flot
de courbure moyenne modifiée F∗∂u0/F˜t (q) = [h(t)−H(t, q)]νt/F˜t (q). L’année suivante en
1987 dans [8], G. Huisken montre la convergence vers une sphère ronde sous (FCMM),
lorsque ∂M = ∅ et M0 est uniformément convexe. En 1996 dans [14], B. Stoth démontre
que dans R3 les solutions à symétrie radiale de l’équation de Cahn–Hilliard ∂tϕ −u= 0,
où u= −εϕ−ε−1 W ′(ϕ), convergent vers une solution du problème de Mullins–Sekerka

−u= 0, dans chaque phase,
V = −∇u · ν
u= −cW H
}
, sur les interfaces,
lorsque ε → 0 et si l’énergie ∫
[ ε2 |∇ϕ0|2 +ε−1W(ϕ0)]dx de ϕ0 est uniformément bornée.
L’équation de Cahn–Hilliard modélise la limite d’un modèle de champ de phases qui décrit
la solidification (u est la température et ϕ est un paramètre d’ordre qui décrit la phase),
lorsque l’intensité d’énergie et le temps de relaxation tendent vers 0. Elle modélise aussi
la cinétique de séparation de phase dans un alliage binaire, à température fixe (u est le
potentiel chimique et ϕ est un paramètre d’ordre qui décrit la différence de concentration
entre les deux composantes de l’alliage), ϕ = −1 et ϕ = +1 correspondant aux phases
pures et ϕ = 0 à un mélange uniforme. Le problème de Mullins–Sekerka modélise
l’instabilité d’une interface lors d’une solidification unidirectionnelle [11] et partage
quelques propriétés avec (FCMM), à savoir la préservation de la masse, la décroissance
de l’aire et le fait que les sphères rondes sont les seules positions d’équilibre permises.
La vitesse normale de l’interface orientée de la phase (ϕ = −1) vers la phase (ϕ = +1)
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La tension superficielle correspondant au potentiel W est mesurée par cW . Toujours en
1996, G. Huisken et S.-T. Yau établissent dans [9] que (FCMM) possède des solutions
dans les espaces ambiants tridimensionnels asymptotiquement plats (qui décrivent les
systèmes gravitationnels isolés en relativité générale), pourvu que la variété initiale admette
F0 :S2r (0) → E  (R3 − B1(0), (1 + md )δij + O(d−2)) pour fonction position. Le réel d
est la distance euclidienne dans R3, m > 0 peut être interprétée comme la masse totale
du système isolé et r , le rayon de la sphère, est choisi suffisamment grand. Ils montrent
ensuite que ces solutions convergent à l’infini vers une sphère ronde, au sens que la partie
à trace nulle
◦
hij de sa seconde forme fondamentale est négligeable (i.e.
◦
hij 1). En 1997
dans [1], M. Athanassenas prouve que les Mt convergent à l’infini vers un cylindre, si
M0 est de révolution, si l’obstacle S est réunion de deux plans P1 et P2 parallèles et
perpendiculaires à l’axe de révolution et si l’aire de M0 est inférieure au quotient du volume
englobé constant par la distance de P1 à P2. Egalement en 1997 dans [2], G. Bellettini et
G. Fusco démontrent que, dans R3 si le volume de la région limitée par Mt et S est égal
à 43πa
3 avec a  1, alors les Mt glissent sur S en gardant pratiquement la forme demi-
sphérique et la trajectoire de leurs centres sur Σ est approximativement l’une des orbites
de l’équation différentielle ordinaire x˙ = c∇HΣ(x), où c est une constante et ∇HΣ(x) le
gradient de la courbure moyenne de Σ en x . Toujours en 1997 dans [3], L. Bronsard et B.
Stoth considèrent la famille des solutions {ϕt }t à symétrie radiale de l’équation de réaction-




′(ϕ) dx , équation connue dans la littérature sous le nom d’équation de Rubin-
stein–Sternberg et qui modélise la séparation de phases après un refroidissement rapide
d’un système binaire homogène comme les verres ou les polymères. Le domaine Υ ⊂ Rn
est borné et à symétrie sphérique, W est un potentiel bistable à puits également profonds
et ε est un petit paramètre de diffusion. Ils établissent alors que, pour le problème de
Neumann, les interfaces se meuvent par un flot de courbure moyenne qui préserve la masse,
i.e. (FCMM), si ε → 0 et si l’on suppose que les énergies des solutions restent bornées.
En 1998 et pour M0 compacte, connexe, de classe C1+β , (0 < β < 1), et suffisamment
h1+β -fermée à une sphère euclidienne S , (i.e. disth1+β (M0,S)  1), J. Escher et G. Simo-
nett montrent dans [4] la convergence exponentielle vers une sphère sous (FCMM),
(autrement dit : la variété des sphères euclidiennes est invariante et exponentiellement
attractive sous (FCMM)). L’espace h1+β = C1+β ‖ ‖Ho¯lder est la fermeture de C1+β pour la
Hölder-norme. Les hypothèses de régularité C∞ et de convexité ne sont pas requises pour
la variété initiale et la convergence est dans la Ck-topologie pour tout k ∈N choisi.
L’équation d’évolution F∗∂u0 /F˜t (q) = [h(t)−H(t, q)]νt/F˜t (q) du flot (FCMM), a donc
été résolue dans les cas : sans bord, avec bord contenu dans un plan et avec bord contenu
dans une sphère, à l’aide des méthodes d’investigation : les arguments standards de principe
du maximum, la méthode des énergies, la théorie de la régularité maximale et l’analyse
des variétés centrales. Nous annonçons alors qu’il existe des interfaces animées d’un
mouvement perpétuel et ayant la sphère ronde pour seule position d’équilibre, complétant
ainsi au cas : interface avec bord contenu dans un cône, les travaux de Gerhard Huisken
[8] pour le cas : sans bord, de Maria Athanassenas [1] pour le cas : avec bord contenu dans
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contenu dans une sphère.
2. Propriétés de convexité
La convexité uniforme est préservée par le flot (FCMM). Sa preuve utilise le principe
du maximum généralisant au cas : avec bord et en dimension finie quelconque, la procédure
mise au point par Hamilton pour l’étude du flot de courbure de Ricci en dimension 3 [6].
La convexité permet de montrer qu’au contact avec S, la courbure kn des génératrices Gt
et celle k1 des solutions Mt dans leurs directions de symétrie satisfont : kn  k1.
Principe du maximum [13]. Notons ∇i := ∇F˜t∗∂xi , ∇˘i := ∇˘∂xi et soit ˘Tij = g
kl∇˘k∇˘lTij
l’image d’un (0,2)-tenseur (Tij )1i,jn sur (M,gt ) par le laplacien de gt . Alors Tij (t, .)
0, pour tout t ∈ [0, tmax[ si :
(a) Tij (0, .) 0,
(b) il existe un polynôme Pij en Tij vérifiant la condition de vecteur propre isotrope pour
Tij (c’est-à-dire Tij vi = 0, ∀j ⇒ Pij vivj  0), tels que (∇F∗∂u0 − )(Tij ◦ F˜−1t )
Pij ◦ F˜−1t ,
(c) (∇˘nTij )v˜i v˜j  0 au bord et pour tout v˜ vecteur propre minimal pour Tij tel que
−δ‖v˜‖2  Tij v˜i v˜j  0, avec δ > 0 petit.
Preuve. Pour tout t ∈ [0, τ ] ⊂ [0, tmax[, soit T˜ij = Tij + ε eαtgij , où α est à choisir
de sorte que 0 < ε < δ e−ατ . Montrons par l’absurde que T˜ij > 0 sur tout intervalle
[0, τ ], en supposant que T˜ij possède en q0 ∈ (M,gt0) un premier vecteur propre
isotrope v. D’après l’hypothèse (a), on a (T˜ij vivj )(0, .) > 0. Donc t0 > 0. De la nature
polynomiale de Pij , nous tirons qu’il existe une constante C = C(max |Tij |) telle que
|P˜ij − Pij |(q0)  C · |T˜ij − Tij |(q0). Il s’en suit (Pij vivj )(q0)  −C ε eαt0‖v‖2. Posons
f (t, q) := (T˜ij vivj )(q), pour tout q appartenant à un voisinage de q0 sur lequel v a été
prolongé de sorte que (∇˘vi)(q0) = (∇F∗∂u0 (vi ◦ F˜−1t ))(F˜t0(q0)) = 0, pour i = 1, . . . , n.
Comme f (0, q0) > 0 et f (t0, q0) = 0, il vient





D’autre part, on a en F˜t0(q0) :
∇F∗∂u0 (f ◦ F˜−1t )=
[∇F∗∂u0 (Tij ◦ F˜−1t )
+ εeαt0(αgij ◦ F˜−1t + ∇F∗∂u0 (gij ◦ F˜−1t ))](vivj ) ◦ F˜−1t .
On en déduit d’après l’hypothèse (b), qu’en F˜t0(q0),
∇F∗∂u0 (f ◦ F˜−1t )(f ◦ F˜−1t )+ (Pij vivj ) ◦ F˜−1t
+ εeαt0[αgij ◦ F˜−1t + ∇F∗∂ 0 (gij ◦ F˜−1t )](vivj ) ◦ F˜−1t .u
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de ∇F∗∂u0 (gij ◦ F˜−1t ), il vient
∇F∗∂u0 (f ◦ F˜−1t )
(
˘f + (α − λ−C)ε eαt0 ‖v‖2) ◦ F˜−1t ,
en F˜t0(q0). Donc pour α > λ+C, on a
∇F∗∂u0 (f ◦ F˜−1t ) > (˘f ) ◦ F˜−1t . (∗∗)
Si q0 /∈ ∂M , alors f admettrait un minimum en un point intérieur de (M,gt0). On
aurait alors (˘f )(q0))  0. Cette inégalité portée dans (∗∗) donnerait ∇F∗∂u0 (f ◦
F˜−1t0 )(F˜t0(q0)) > 0, ce qui contredirait (∗). Par suite q0 ∈ ∂M . Mais (∗) dans (∗∗) implique
(˘f )(q0) < 0. Le lemme élliptique de Hopf conduit alors à ∇νΣ (f ◦ F˜−1t0 )(F˜t0(q0)) < 0,
ce qui n’est pas en accord avec l’hypothèse (c) dans l’énoncé du principe du maximum.
D’où T˜ij > 0 sur [0, τ ] ⊂ [0, tmax[. En faisant tendre ε vers zéro, on obtient Tij  0 sur
[0, τ ] ⊂ [0, tmax[. Par itération de façon à couvrir tout l’intervalle [0, tmax[, on déduit le
principe du maximum pour les (0,2)-tenseurs. 
Théorème 1. Le flot de courbure moyenne modifiée préserve la définie positivité de
la seconde forme fondamentale A = {hij (t, .)} de (M,gt ), c’est-à-dire : les inégalités
hij (t, .) 0 sont vraies sur (M,gt ) pour tout t ∈ [0, tmax[.
Preuve. Par hypothèse M0 est convexe. Donc hij (0, .)  0. Posons 1Pij ◦ F˜−1t =
(∇F∗∂u0 −)(hij ◦ F˜−1t ). L’équation d’évolution de la seconde forme fondamentale donne
alors 1Pij = (h− 2H)hki hkj + |A|2hij , avec |A|2 = gikgjlhij hkl . Donc pour un champ de
vecteurs v sur (M,gt ) tel que hij vi = 0, pour tout j , on a 1Pij vivj = 0. D’autre part hnI =
0. Soient λt la courbure principale non nulle du cône S en tout point de ∂Mt = Mt ∩ S et
v˜ un champ de vecteurs sur ∂(M,gt ) minimal pour hij et tel que hIJ v˜I v˜J = −δ‖v˜‖2  0.
On a (∇˘nhIJ )v˜I v˜J = λt (−2hIJ + δIJ hnn)v˜I v˜J = λt (2δ + hnn)‖v‖2  0, car hnn est
valeur propre associée au vecteur-propre νΣ de l’application auto-adjointe liée à A de
composantes hij . Enfin hnn = −δ < 0 implique ∇˘nhnn = λt [2H + (N + 1)δ]  0. Le
tenseur hij (t, .) satisfait à toutes les conditions du principe du maximum. D’où hij (t, .) 0
sur Mt , pour tout t ∈ [0, tmax[. 
Théorème 2. Il existe ε0  0 tel que, si pour ε  min{ 1n , 13√n , ε0}, on a hij (0, .) 
ε(|A|gij )(0, .) sur (M,g0), alors hij (t, .)  ε(|A|gij )(t, .) sur (M,gt ) pour tout t ∈
[0, tmax[.
Preuve. Posons Tij = hij − ε|A|gij . Une condition nécessaire de l’uniforme convexité de
M0 est (hij − εHgij )(0, .)  0 et il est bien connu que pour les hypersurfaces convexes
|A|H . Donc Tij (0, .) (hij − εHgij )(0, .) 0. De plus, comme |∇|A||2  |∇A|2, Tij
vérifie
(∇F∗∂u0 −)(Tij ◦ F˜−1t )

[
(h− 2H)T ki Tkj +
(|A|2 − 2εH |A|)Tij + εh|A|−1(C − ε|A|3)gij ] ◦ F˜−1t ,
H. Quadjovie / Bull. Sci. math. 128 (2004) 447–466 455où C = gij gklgpqhqjhilhpj . Nommons 2Pij ◦ F˜−1t le membre de droite de l’inéquation
ci-dessus et soit v un champ de vecteurs sur (M,gt ) tel que Tij vi = 0, pour tout j .
Alors 2Pij vivj = εh|A|−1(C − ε|A|3)‖v‖2. Or nous avons, pour ε  1n , C − ε|A|3 
C − 1
n
|A|3  C − 1
n
H |A|2, puisque |A| H , et dans une base qui diagonalise la seconde
forme fondamentale, les ki étant les éléments diagonaux




















(ki + kj )(ki − kj )2  2 inf{ki}
∑
i<j








D’où C − ε|A|3  2 inf{ki}(|A|2 − 1nH 2), puis 2Pij vivj  2εh|A|−1 inf(ki)(|A|2 −
1
n
H 2)‖v‖2  0, si ε  1
n
. Il est immédiat que TnI = 0. Soit donc v˜ un vecteur propre
minimal pour Tij tel que TIJ v˜I v˜J = −δ‖v˜‖2  0. Alors
∇˘nTIJ = λt
[−2TIJ + (1 − 3εH |A|−1)TnnδIJ
+ ε(−3εH + n|A|−1h2nn + |A|)δIJ ],
et par suite
(∇˘nTIJ )v˜I v˜J  λt
[
2δ + (1 − 3εH |A|−1)Tnn + ε(|A| − 3εH )]‖v˜‖2.






}. Enfin pour Tnn = −δ < 0, on a
∇˘nTnn = λt





2 − 3ε2 − ε(n− 1)].
Si ε0 est la racine positive de l’équation −3X2 − (n− 1)X + 2 = 0, alors ∇˘nTnn  0 pour
tout ε  min{ε0, 13√n , 1n }. Tij (t, .) vérifie les propriétés du principe du maximum. Nous
concluons donc Tij (t, .) 0 sur Mt , pour tout t ∈ [0, tmax[. 
De l’inégalité bien connue H 2
n
 |A|2, nous déduisons :






, ε0}, on a : hij (t, .) ε√n(Hgij )(t, .) sur (M,gt ), pour tout t ∈ [0, tmax[.
Théorème 3. Si pour tout κ  1, la seconde forme fondamentale de (M,g0) vérifie les
inégalités : hij (0, .)  κ(Hgij )(0, .), alors ces dernières demeurent vraies sur (M,gt )
pour tout t ∈ [0, tmax[.
456 H. Quadjovie / Bull. Sci. math. 128 (2004) 447–466Preuve. Soit Tij = κHgij − hij et supposons que sur (M,g0), on ait Tij (0, .) 0. Posons
3Pij ◦ F˜−1t := (∇F∗∂u0 −)(Tij ◦ F˜−1t ). Il vérifie la condition de vecteur propre isotrope
pour T . En effet
3Pij = (2H − h)T ki Tkj +
(|A|2 − 2κH 2)Tij + κh(κH 2 − |A|2)gij .
Donc pour un champ de vecteurs v sur (M,gt ) tel que Tij vi = 0, pour tout j , on a
3Pij vivj = κh(κH 2 − |A|2)‖v‖2  κh|A|2(κ − 1)‖v‖2  0, si κ  1. On a TnI = 0 en
tout point du bord de (M,gt ). Soit donc v˜ un vecteur-propre minimal pour Tij tel que
TIJ v˜
I v˜J = −δ‖v˜‖2  0. Alors (∇˘nTIJ )v˜I v˜J = λt (2δ + Tnn + κH)‖v˜‖2. Mais Tnn est
valeur propre associée au vecteur propre νΣ de l’application auto-adjointe liée au tenseur
T de composantes Tij . Donc Tnn −δ, et par conséquent (∇˘nTIJ )v˜I v˜J  0. En outre
∇˘nTnn = λt
{[
(n+ 1)κ − 2]H − (n+ 1)Tnn}
= λt
{[
(n+ 1)κ − 2]H + (n+ 1)δ} 0,
pour Tnn = −δ < 0. Ce sont les conditions exigées par le principe du maximum. Par
conséquent Tij (t, .) 0 sur (M,gt ), pour tout t ∈ [0, tmax[. 
Remarque. Il n’est pas possible de montrer la préservation par le flot (FCMM) d’une
borne inférieure absolue de la seconde forme fondamentale du type hij  ε˜gij . En fait,
si l’hypersurface (M,g0) est convexe et contient une région presque plate, alors dans
cette dernière, nous avons h  H . Cette région se meut donc dans le sens de la normale
extérieure ν0 et devient par conséquent encore plus plate.
3. Convergence
Lemme. Posons fσ := (|A|2 − 1nH 2)/H 2−σ = 1n(k1 − kn)2/[(n− 1)k1 + kn]2−σ . Alors leflot de courbure moyenne modifiée, à initiale moins courbée dans la direction de son axe
de révolution que dans ses directions de symétrie, possède des solutions satisfaisant, en
tout point de leur bord, les inégalités kn  k1 et ∇˘fσ  0.
Preuve. Remarquons que la sphère Mtmax , qui englobe le volume vol(M0, S) avec le
cône S et qui est la seule position d’équilibre sous le flot de courbure moyenne modifiée,
satisfait l’inégalité kn  k1 en ses points de rencontre avec S. De plus, le volume englobé
vol(Mt , S) étant constant, l’intersection Mt ∩Mtmax ∩Oz1zn+1 est un singleton. Enfin, la
convexité des solutions Mt se traduit par leur contact à angle droit avec l’axe Ozn+1 du
cône, (ie) limz→rtmax ψ˙t (z) = ∞. Il s’en suit que si z0 < rtmax · cosθS , où θS est le demi-
angle au sommet de S, alors la cote commune zt des points de ∂Mt dans le plan Oz1zn+1
vérifie zt  rtmax · cosθS , l’égalité n’ayant lieu qu’à tmax. Il apparaît alors que de telles
solutions du flot ne peuvent vérifier que kn  k1. De ∇˘nH = 0 et hnn = kn en tout point du
bord ∂M , nous tirons
3Hhnn − nh2nn − 2|A|2 = 3
[
(n− 1)k1 + kn
]
kn − nk2n − 2
[
(n− 1)k21 + k2n
]
= (n− 1)(−k2n + 3k1kn − 2k21)
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La dérivée de fσ dans la direction normale au bord ∂M s’écrit alors




3Hhnn − nh2nn − 2|A|2
)
= 2(n− 1) cos
2(θS)
ztH 2−σ sin(θS)
(k1 − kn)(kn − 2k1)
 0,
puique k1 − kn  0, lorsque z0 < rtmax · cosθS . 
Ce lemme établit la contrôlabilité de la divergence des courbures principales sous
le flot (FCMM). Nous en déduisons la borne uniforme de la courbure moyenne
(lemme 1, théorèmes 4 et 5, corollaire 2) et les estimées de gradients (théorème 6), qui
impliquent qu’à l’infini (corollaire 3) la courbure moyenne et sa normalisée se confondent
(théorème 7).
Lemme 1. Pour tout η > 0 et si z0 < rtmax · cos θS , nous avons, sur (M, gt ) pour tout















f p−2σ |∇fσ |2 dgt .
Preuve. Soit h0ij = hij − Hn gij la partie à trace nulle de la seconde forme fondamentale de














Multiplions chaque membre par f p−1σ et intégrons sur M . Il vient∫
M


























gt (∇˘H, ∇˘fσ ) dgt .
Le membre de gauche se calcule d’après la formule de Green∫
M
f p−1σ ˘fσ dgt = −(p − 1)
∫
M
f p−2σ |∇˘fσ |2 dgt +
∫
∂M
f p−1σ ∇˘nfσ ds
−(p − 1)
∫
f p−2σ |∇˘fσ |2 dgt .
M
458 H. Quadjovie / Bull. Sci. math. 128 (2004) 447–466Le 1er terme du membre de droite, noté (1), s’estime d’après l’égalité |h0ij |2 = fσH 2−σ ,





































ij , ∇˘ifσ ∇˘jH) dgt






















































gt (hij , ∇˘iH ∇˘jH) dgt







































































− p − 1
η
∫
f p−2σ |∇˘fσ |2 dgt .M
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considéré [12]. Le 2e terme du membre de droite s’approxime, d’après Z = ε2H 4−σ fσ ,∫
M
2f p−1σ





σ dgt . La somme des 3e et 4e termes du membre de droite,
notée (3)+ (4), se calcule en vertu de la nullité du terme de bord :






























f p−2σ |∇˘fσ |2 dgt .




H 2f pσ dgt 
[
















f p−2σ |∇˘fσ |2 dgt .
D’où le lemme en négligeant certains termes négatifs. 
Théorème 2. Si z0 < rtmax ·cosθS , il existe des constantes positives σ  1 et C0 = C0(M0),
telles qu’on ait sur Mt : |A|2 − 1nH 2  C0H 2−σ , pour tout 0 t  tmax.
Preuve. Dans la preuve du théorème 2.1 dans [8], il est établi que fσ vérifie l’inéquation
d’évolution




gt(∇˘H, ∇˘fσ )− ε
2
nH 2−σ








f pσ dgt =
∫
Mt




(f pσ ◦ F˜−1t )∇F∗∂u0 (dGt)

∫






gt (∇˘H, ∇˘fσ ) dgtM M





















Si (i) désigne le ie terme et (i)+ (j) la somme des ie et j e termes du membre de droite,
alors pour tous η et η1 strictement positifs et pour tout p  12ε2 , nous avons successivement
(1)= −p(p − 1)
∫
M
f p−2σ |∇˘fσ |2 dgt +
∫
∂M




f p−2σ |∇˘fσ |2 dgt ,











f p−2σ |∇˘fσ |2 dgt ,












f p−2σ |∇˘fσ |2 dgt ,






H 2f pσ dgt  0.




f pσ dgt 
[
η1p(1 − σ)− pε
2
n











−p(p − 1)+ p(1 − σ)
η1




f p−2σ |∇˘fσ |2 dgt .
Si p  1 + 4n(1−σ)2
ε2



























f p−2σ |∇˘fσ |2 dgt .M
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p max{1 + 4n(1−σ)2
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Donc η existe si σ  ε45n et 4npσ 2 +5nε2σ −ε6  0. Il suffit alors de choisir σ et p comme
précédemment mentionné. Nous concluons donc qu’il existe σ petit et p grand tels que
‖fσ ‖Lp(M,gt ) soit uniformément bornée. Notons maintenant Lt,s = {q ∈ M: fσ (t, q) > s}

































σ,s fσ dgt .
Nous déduisons alors que, pour tout τ tel que 0  τ < tmax, la fonction ϕτ (s) =∫ τ
0
∫
Lt,s dgt dt satisfait aux conditions du théorème de Guido Stampacchia, à savoir :
• ϕτ est à valeurs rélles positives,
• s2 > s1 ⇒Lt,s2 ⊂ Lt,s1 , d’où la non croissance de ϕτ ,
• il existe des constantes positives s0, α, et β > 1 telles que, pour tous s1 et s2, on ait
s2 > s1  s0 := sup
(M,g0)






Par suite, il existe d > 0, donné par dα = C · 2 αββ−1 [ϕτ (s0)]β−1, tel que ϕτ (s0 + d) = 0,
égalité qui n’est vraie que pour Lt,s0+d = ∅, c’est-à-dire fσ  s0 + d , sur [0, τ [×M . Ce
majorant s0 + d de fσ est indépendant de τ à cause de la décroissance exponentielle de∫
Lt,s dgt , établie comme suit dans la preuve du théorème 2.1 dans [8]. Choisissons p et σ
















σ,s dgt .t,s t,s t,s





















σ,s dgt  e−(
1
2 s
2/σ )t [∫Lt,s f pσ,s dgt ]/t=0. En tenant compte de




















2/σ )t . 
Théorème 5. Soit Hτ = max[0,τ [ max(M,gt ) H et z0 < rtmax · cosθS . Alors pour tout η > 0,
il existe une constante C1 = C1(η,M0) <+∞ telle qu’on ait |∇˘H |2  ηH 4τ +C1, sur Mt
et pour tout 0 t  τ < tmax.
Preuve. Posons U3 = |∇˘H |2 + V2(U1 + V1U2), où U1 = H(H + h)(|A|2 − 1nH 2) et
U2 = (1 + h)(|A|2 − 1nH 2). Comme h vérifie ∇F∗∂u0h  2hH 2τ + |Mt |−1
∫
∂M ∇˘nH ds,
nous déduisons, pour η > 0 et C2 une constante, l’inéquation d’évolution de U3 :
(∇F∗∂u0 −)(U3 ◦ F˜−1t )
[
−V2 n− 16n H(H + h)|∇˘A|
2
− V2V1 n− 13n2 (1 + h)|∇˘A|
2 + ηH 2H 4τ













L’intégrale sur le bord ci-dessus étant nulle [12], U3 vérifie la même inéquation d’évolution
que dans [8]. La suite de la preuve est donc une reprise de celle du théorème 3.1 dans [8].
On montre que : ∀0 t  τ , ∀η˜ > 0, ∃C2(η˜)/U3 < η˜H 4τ +C3 est préservée par le flot. On
choisit C3 tel que U3(0, .) < η˜H 4τ +C3. Soit t0 < τ le plus petit instant où U3 = η˜H 4τ +C3
en un point q0 ∈ (M,gt0). On a ˘U3(t0, q0)  0 et ∇F∗∂u0(U3 ◦ F˜−1t0 )(F˜t0(q0))  0.
L’inéquation d’évolution de U3 implique alors





H 2 + hH + V1(1 + h)




ηH 2H 4τ +C2H 3τ
−η˜ n− 12 V2H 2H 4τ − V2V1
N − 1




τ + ηH 2H 4τ +C2H 3τ .12n 6n 6n
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suffisamment grands. 
Corollaire 2. La courbure moyenne est uniformément bornée sur (M,gt ) pour tout
0 t < tmax.
Preuve. Supposons qu’il existe une suite (τi)i avec limi→+∞ τi = tmax, telle que
max(M,gτi ) H = Hτi et limi→+∞ Hτi = +∞. Soit γ une géodésique liant q1 à q2 et







H 2τi dγ, grâce au théorème 5
= ηH 2τi |γ |




On tire alors H(q2)  (1 − √η)Hτi . Mais la convexité uniforme implique hαβ 
ε√
n





η)2H 2τi gαβ . Si nous posons L = ε
2
n
(1 − √η)2H 2τi , alors le théorème de Myers donne
diam(M,gτi ) π√L  C ·H−1τi , avec C une constante. En outre




















Ce qui signifie limi→+∞[ klkj ]t=τi = 1, 1 j, l  n. D’autre part, limi→+∞[kj ]t=τi = +∞,
pour tout j , puisque kj  ε√nH . Nous en déduisons que limi→+∞ vol(Mτi ) = 0. Ce qui
contredit la constance du volume sous le flot (FCMM). 
Théorème 6. Pour tout m  1, il existe une constante Cm telle que |∇˘mA|2  Cm
uniformément sur (M,gt ) pour tout 0 t < tmax.
Preuve. Elle est identique à celle du théorème 4.1 de [8]. D’après la convexité et le
corollaire 2, |A|2 et h sont uniformément bornées. Le théorème s’en déduit, puisque
|A|2 = |∇˘0A|2, et
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∇˘iA ∗ ∇˘jA ∗ ∇˘mA
]
◦ F˜−1t
où S ∗ T désigne une combinaison linéaire de tenseurs formés par des contractions sur des
produits de S et T , par la métrique. En effet supposons que |∇˘m¯A|2 soit uniformément
bornée par Cm, pour tout m¯  m. Alors il existe une constante C dépendant de Cm telle
que (∇F∗∂u0 −)(|∇˘m+1A|2 ◦ F˜−1t )C(|∇˘m+1A|2 ◦ F˜−1t +1). Posons Q = |∇˘m+1A|2 +
C˜|∇˘mA|2, pour tout C˜  2C. Nous tirons alors qu’il existe une constante ˜˜C, dépendant de
Cm, de C˜ et de C, telle que
(∇F∗∂u0 −)(Q ◦ F˜−1t )−C˜|∇˘m+1A|2 ◦ F˜−1t + ˜˜C −C˜Q ◦ F˜−1t + ˜˜C + C˜Cm.
Donc |∇˘m+1A|2 est uniformément bornée par une constante Cm+1 dépendant de Cm, de
C˜, de ˜˜C et de maxM0 |∇˘m+1A|2. 
Corollaire 3. tmax = +∞.
Preuve. D’après le théorème de la fonction inverse de Nash et Moser ([7]), les solutions
Mt du flot (FCMM) existent et sont uniques sur un intervalle de temps maximal [0, tmax[.
Supposons tmax <+∞. De max(M,gt ) |A|2  C pour t → tmax, nous déduisons que les Mt
convergent vers une hypersurface limite Mtmax régulière. Le théorème d’existence locale
entraine alors l’existence de solutions après l’instant tmax. Ce qui contredit la maximalité
de tmax. 
Théorème 7. La courbure moyenne H converge sous (FCMM) vers sa normalisée h
par l’aire |M|, lorsque t tend vers l’infini, c’est-à-dire sup(M,gt ) |H − h| → 0, quand t →+∞.
Preuve. Nous reprenons ici la preuve de la proposition 8 de [1]. L’évolution de l’aire
est régie par l’égalité ∇F∗∂u0 |Mt | = −
∫
M






H)2 dgt dt  |M0|. Compte tenu des estimées de gradients de la courbure moyenne
précédemment établies,
∫
M(h − H)2 dgt et ∇F∗∂u0
∫




(h−H)2 dgt → 0, quand t → +∞. Ensuite, nous utilisons un argument
standard d’interpolation : après avoir estimé la supremum-norme à l’aide de l’inégalité de
Sobolev pour p > n avec une constante uniforme en temps, nous appliquons les estimées




(∫ ∣∣∇˘(H − h)∣∣p dgt
)1/p
M
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[(∫
M





(H − h)2 ds
)1/2]
.
Donc h et H sont bornées par une constante positive δ1. D’autre part, l’inéquation













ce qui montre que |A|2 − 1
n
H 2  Ce−δt , où δ est une constante positive. Puisque |A|2 −
1
n
H 2 = 1
n
∑
i<j (ki − kj )2, nous en déduisons qu’à l’infini toutes les courbures principales
sont identiques. En particulier la vitesse de déformation ‖F∗∂u0‖ = |h−H | ◦ F˜−1t est nulle
partout sur M∞. 
Nous concluons alors que les Mt convergent, dans la C∞-topologie, vers une
hypersurface de révolution limite M∞ qui est à courbure moyenne constante. Les courbures
principales étant identiques, M∞ est une portion de la sphère ronde centrée en le sommet
O du cône obstacle.
Théorème 8. Lorsque l’initiale M0 est de révolution, uniformément convexe et moins
courbée dans la direction de son axe de révolution que dans ses directions de symétrie,
lorsque l’obstacle S est un cône droit à base circulaire de même axe que M0, alors sous
le flot de courbure moyenne modifiée, la surface limite M∞ est une portion de la sphère












π(n+1)/2 (1−cosθS) , n impair,
où θS ∈]0, π2 [∪ ]π2 ,π[ est le demi-angle au sommet du cône obstacle S.
Preuve. C’est une conséquence de la formule vol(M0, S) = vol(Sph
n
r∞ )
2 (1 − cosθS) qui
exprime le volume d’un secteur sphérique de demi-angle au sommet θS , de rayon r∞
et dont la calotte a pour hauteur r∞(1 − cosθS), en fonction du volume englobé par la
r∞-sphère Sphnr∞ ⊂Rn+1. 
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